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Введение

В данной статье описываются основные подходы 
к использованию данных комбинированной аэроэлек-
троразведочной системы для решения обратных задач, 
при которых необходимо определить параметры ис-
точника поля по измерениям компонент поля. Такого 
рода задачи относятся к классу некорректно постав-
ленных, по Адамару [Адамар, 1978], и требуют регу-
ляризации для обеспечения единственности и устой-
чивости решения. 
Основоположниками теории решения некоррект-

ных задач являются А.Н. Тихонов [Тихонов, 1943], 
В.К. Иванов [Иванов, 1962], М.М. Лаврентьев [Лаврен-
тьев, 1956]. Основная идея заключается в ограничении 
класса возможных решений: нужно сначала выбрать 
множество, в котором оно ищется. Обычно множество 
выбирают компактным, чтобы была возможность обо-
сновать сходимость алгоритмов. Основные способы � 
использовать априорную информацию того или иного 
рода либо применить функционал, обеспечивающий 
устойчивость решения.
Среди детерминированных методов наиболее рас-

пространен вариационный метод регуляризации, свя-
занный с выбором стабилизирующего функционала 
Тихонова [Тихонов и др., 1990], как правило, в виде 
квадрата нормы аргумента. Алгоритм поиска реше-
ния часто строится на основе одной из модификаций 
метода Гаусса�Ньютона [Zhdanov, 2002]. Ключевым 
фактором при выборе является скорость сходимости. 
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Оценка скорости сходимости для некорректных задач 
представляет отдельный интерес [Немировский, По-
ляк, 1984].
Стохастический подход формировался такими уче-

ными, как Л.А. Халфин [Халфин, 1958], J.N. Franklin 
[Franklin, 1970], А.Г. Тархов, а также их последователя-
ми: А.А. Никитиным [Тархов и др., 1982], В.И. Дмитри-
евым [Дмитриев и др., 1990], Т.Б. Яновской и Л.Н. По-
роховой [Яновская и Порохова, 2004], R. Forsberg 
[Forsberg, 1984], A. Tarantola [Tarantola, 2005]. В ос-
нове данного подхода лежит тот факт, что процесс 
измерения значений параметров поля всегда сопро-
вождается случайными помехами того или иного 
рода. Таким образом, измеренный сигнал является
реализацией некого случайного процесса.
С алгоритмической точки зрения стохастический 

подход является способом регуляризации задачи [Кар-
шаков, 2018]. Искомые параметры являются случай-
ными величинами и описываются функцией плотно-
сти апостериорной вероятности, учитывающей всю 
имеющуюся априорную информацию. В качестве 
оценки выбираются значения параметров, отвечаю-
щие максимуму функции правдоподобия [Степанов, 
2003; Александров и др., 2005]. 
Наиболее традиционным методом решения задач 

по оцениванию в линейных задачах или при слабо-
выраженных нелинейностях является обобщенный 
метод наименьших квадратов, а для нелинейных за-
дач применяются различные модификации метода
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Монте-Карло (ММК). При разделении полного век-
тора измерений на подвекторы меньшей размерности 
можно использовать дискретный фильтр Калмана 
(ФК) [Tarantola, 2005].
В статье [Ernst et al., 2014] изложена идея, согласно 

которой классические методы решения обратных задач, 
строящиеся на алгоритме Гаусса�Ньютона и регуляри-
зации Тихонова, могут быть описаны в рамках калма-
новского подхода. Теория решения линейных задач оце-
нивания методами калмановской фильтрации и сглажи-
вания изложена, например, в [Александров и др., 2005; 
Simon, 2006]. В книге Д. Саймона, кроме того, описаны 
способы применения ФК в нелинейных задачах, а так-
же некоторые варианты комбинирования ФК и ММК. 
Наконец, базовый вариант итерационного обобщенно-
го ФК для решения нелинейных задач описан в статье 
[Havlik and Straka, 2015]. 
Существуют способы применения достаточно слож-

ных калмановских алгоритмов в различных некоррек-
тно поставленных задачах, например связанных с из-
учением океана [Park and Kaneko, 2000; Mitchell et al., 
2002; Keppenne and Rienecker, 2003]. Говоря об аэро-
геофизических методах, следует упомянуть, что фильтр 
Калмана стал стандартным инструментом для обработ-
ки данных авиационной гравиметрии [Olson, 2010].
Вариант применения итерационного обобщенного 

ФК для решения обратных задач аэроэлектроразведки 
описан в работах [Каршаков, 2018; Karshakov, 2020]. 
В данной работе также используется калмановский 
подход. При этом надо понимать, что он в некотором 
смысле обобщает известные общепринятые алгорит-
мы инверсии [Karshakov, 2020]. Но прежде чем перей-
ти к методам и алгоритмам решения обратной задачи, 
следует обратить внимание на следующие аспекты.
Учитывая некорректность обратной задачи и боль-

шой объем данных аэрогеофизической съемки � десят-
ки и сотни тысяч точек измерения, � построение трех-
мерной модели распределения удельных электриче-
ских сопротивлений непосредственно из данных аэро-
съемки представляется задачей чрезвычайно трудоем-
кой. Как правило, первые оценки данных происходят 
по значениям кажущихся сопротивлений � удельных 
сопротивлений эквивалентного однородного полупро-
странства для отдельных каналов в частотной и/или 
временной области.
Следующий шаг � решение одномерной обратной 

задачи, т.е. для модели горизонтально-слоистой Зем-
ли. Даже для такого простого случая обработка дан-
ных может занимать существенно больше времени, 
чем сама съемка. Стоит отметить, что для решения 
одномерной задачи не обязательно рассматривать все 
компоненты отклика. Для установки с соосным рас-
положением передатчика горизонтальная компонента 
отклика для такой модели отсутствует, поэтому надо 
ориентироваться только на вертикальную компоненту. 
Для систем, имеющих горизонтальное смещение при-
емника относительно передатчика, таких как ЭКВА-
ТОР, вполне можно ограничиться либо только горизон-
тальной, либо только вертикальной составляющей от-
клика. Но стоит иметь в виду, что при малых скоростях 
полета вертолета передатчик оказывается практически 

под приемником, поэтому горизонтальную составляю-
щую использовать нецелесообразно. Дополнительно 
стоит отметить, что переменная составляющая есте-
ственного поля Земли преимущественно горизонталь-
на [Palacky and West, 2008], поэтому вертикальная со-
ставляющая в меньшей степени подвержена помехам. 
Лишь на заключительном этапе обработки дан-

ных аэроэлектроразведочной съемки для отдельных 
перспективных участков возможно выполнение трех-
мерного моделирования, однако это выходит за рамки 
данной работы. 
Таким образом, далее будут рассмотрены варианты 

определения кажущегося сопротивления и решения 
одномерной обратной задачи в частотной и во времен-
ной области, а также возможности одномерной инвер-
сии данных комбинированной системы. В основе всех 
алгоритмов инверсии лежат алгоритмы решения одно-
мерной прямой задачи.

Алгоритмы решения одномерной обратной 
задачи аэроэлектроразведки

Можно утверждать, что для обработки данных
аэроэлектроразведки существует вполне сложив-
шийся набор методов [Chang-Chun et al., 2015]. От-
дельного упоминания заслуживают работы профес-
сора Джима Макнэя, реализованные в программе EM 
Flow [Macnae et al., 1998], и решения Олденбурга, 
реализованные в ПО EM1DFM и EM1DTM [Farqu-
harson et al., 2003; Farquharson and Oldenburg, 2004]. 
Conductivity Depth Image (CDI) трансформанты с 
использованием передаточных функций реализова-
ны в [Sengpiel, 1988]. По-настоящему оригинальны 
работы по мультипараметрической инверсии аэро-
электроразведочных данных в присутствии эффек-
та ИВП [Viezzoli et al., 2016; Kaminski and Viezzoli, 
2017; Fiandaca et al., 2020].
Среди сложившихся методов можно выделить 

три основных, применяемых при решении одно-
мерной обратной задачи: инверсию с вертикаль-
ными ограничениями (VCI � Vertically Constrained 
Inversion), инверсию с продольными ограничениями 
(LCI � Laterally Constrained Inversion), декомпози-
цию по сингулярным числам (SVD � Singular Value 
Decomposition) [Guillemoteau et al., 2011]. Все эти 
способы по-разному борются с шумами измерений, 
однако у всех в основе лежит принцип минимизации 
следующего квадратичного функционала:

                  

 (1)

где N � количество каналов электроразведочной си-
стемы, данные которых используются в обработке, 
Fobs и Fcal � результат измерения и результат решения 
прямой задачи для модели с параметрами среды, за-
данными вектором m = (ρ1, h1, ρ2, h2, �), в котором 
ρj = 1/σj � удельное электрическое сопротивление, а 
hj � мощность соответствующего однородного слоя.
Подавляющее большинство современных аэро-

электроразведочных систем использует вертикаль-
ный магнитный диполь для генерации сигнала воз-
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буждения, а в обработке использует вертикальную 
компоненту отклика [Smith, 2014]. Соответственно, 
функция F в формуле (1) может быть рассчитана как 
вертикальная компонента отклика для определенной 
частоты ω [Жданов, 1986; Zhdanov, 2002]. Указанных 
выше соотношений достаточно, чтобы решить прямую 
задачу в одномерном случае и получить функцию F 
для частотных аэроэлектроразведочных систем. 
Для получения модели отклика во временной об-

ласти достаточно свернуть частотную характеристику 
моделируемой среды, компоненты которой рассчиты-
ваются при единичной амплитуде дипольного момен-
та, с известным спектром первичного поля.

Постановка стохастической задачи 
оценивания

Чтобы обеспечить минимизацию функционала (1), 
можно сформулировать следующую стохастическую 
задачу оценивания. Пусть для каждого момента вре-
мени tj измерения аэроэлектроразведочной системы 
задает вектор zj размерности N. При этом пусть модель 
среды для данной точки описывается вектором параме-
тров xj размерности K, а параметры поля определяют-
ся на основе решения прямой задачи вектор-функцией 
hj(xj), размерность которой соответствует размерности 
вектора измерений N. Алгоритм оценивания строится 
на предположении, что вектор измерений удовлетво-
ряет следующей модели:

         (2)

где rj � вектор помех измерений, который моделиру-
ется гауссовым белым шумом с нулевым математи-
ческим ожиданием и ковариационной матрицей Rj,
E[·] обозначает математическое ожидание, δjk � сим-
вол Кронекера: δjk = 1 при j = k и δjk = 0 в остальных 
случаях.
Модель поведения вектора параметров среды в за-

висимости от времени задается следующим образом:

     (3)

где qj � вектор случайной составляющей, который мо-
делируется гауссовым белым шумом с нулевым ма-
тематическим ожиданием и ковариационной матри-
цей Qj. По сути, данный вектор позволяет задавать 
степень коррелированности параметров в последова-
тельных точках измерения. При этом зависимость (3) 
можно рассматривать как пространственную, т.е. за-
давать матрицу Qj и вектор fj исходя из пройденного 
расстояния за интервал времени с учетом известной 
скорости [Karshakov and Kharichkin, 2008]. 
Задача 1. Пусть вектор состояния x удовлетворяет 

системе уравнений (3). По набору измерений (2) тре-
буется определить такие значения вектора xj, что их 
отклонения от истинных значений xj минимальны в 
соответствующие моменты времени j. 
Для решения задачи 1 следует задать начальную 

оценку вектора параметров x 0
�, которая никак не учи-

тывает измерений, а отражает лишь априорную ин-
формацию о среде. Для этого вектора из эмпирических 
соображений вводится априорное значение ковариаци-
онной матрицы ошибки оценки P0

� :

                 (4)

В такой постановке задача 1 может быть решена 
при помощи алгоритма фильтра Калмана. Но прежде 
чем перейти к его описанию, необходимо сделать не-
сколько замечаний, касающихся входящих в модель 
параметров � матриц R, Q и P0

�. 
Матрицу R в задаче аэроэлектроразведки можно 

задать с учетом результатов калибровочного полета 
на большой высоте. Как правило, электроразведочные 
системы поднимают на достаточно большую высоту 
(700 м), на которой откликами от земной поверхности 
можно пренебречь. Статистические характеристики 
сигналов полностью задают матрицу R (2). Наиболее 
простой способ � задать ее диагональной таким обра-
зом, чтобы на диагонали стояли дисперсии сигналов, 
полученные при калибровке в соответствующем кана-
ле измерений. 
Матрица Q (3), по сути, описывает допустимую 

моделью степень изменения параметров модели 
от одной точки измерений к другой � на диагонали 
стоят дисперсии приращений соответствующих па-
раметров. Ясно, что чем больше расстояние между 
соседними точками, тем больше должна быть измен-
чивость модели. Поэтому логично задать степень из-
менения на метр Q1 и в дальнейшем брать Qj = vj

2Q1, 
где vj � модуль текущей скорости авиационного носи-
теля. При этом сама модель может быть тривиальной: 
fj (xj) = xj. 
Наконец, матрица P0

�, которая характеризует до-
стоверность априорного знания модели, должна со-
держать дисперсии ошибок знания соответствующих 
параметров на диагонали и коэффициенты их корреля-
ции вне диагонали.

Алгоритм итерационного обобщенного 
фильтра Калмана

Задача решается в цикле, на каждом шаге которо-
го реализуются этап коррекции и этап прогноза. Этап 
прогноза � переход от апостериорных оценок в момент 
j � 1 к априорным в момент j:

     
 (5)

Поскольку f априори неизвестна, иначе не было бы 
необходимости делать съемку, вся информация о среде 
и ее изменчивости закладывается в случайную состав-
ляющую модели � вектор q. Матрица A единичная. 
Этап коррекции � переход от априорных оценок к 

апостериорным в момент j:

    
(6)

Здесь функция h(x) нелинейна. Поэтому этап кор-
рекции следует выполнять в несколько итераций, 
верхний индекс k в (6) обозначает номер итерации. 
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На каждом шаге итерации необходимо заново пере-
считывать матрицу Якоби ∂hj/∂x и коэффициент 
фильтра Kk

j. Условием выхода из итерационной про-
цедуры следует считать достижение минимума вели-
чины невязки: 

                             

      (7)

В предположении о гауссовой природе шумов из-
мерений это будет соответствовать максимуму прав-
доподобия, т.е. максимуму соответствующей функции 
распределения.
На каждом шаге итерации, кроме финального, 

предлагается выполнять реинициализацию фильтра:

                  (8)

Эмпирическая формула пересчета ковариационной 
матрицы P хотя и делает работу фильтра неоптималь-
ной, но все-таки позволяет избежать слишком быстро-
го уменьшения нормы от итерации к итерации, кото-
рое будет происходить из-за того, что формулы (6) для 
P не учитывают нелинейности h.
Хорошо известно, что удельное электрическое со-

противление пород подчиняется логнормальному рас-
пределению [Palacky, 1987]. По этой причине часто 
рассматривают задачу подбора логарифмов удельных 
сопротивлений [Guillemoteau et al., 2011]. Это незначи-
тельно меняет условия: если xk, k-я компонента векто-
ра x, отвечает удельному сопротивлению ρj, то можно 
ввести xk = ln ρj и учесть это в выражении (6). Соответ-
ственно, при численном определении матрицы ∂hj/∂x 
аддитивная вариация xk будет соответствовать мульти-
пликативной вариации ρj:

                  
.
 

(9)

Обсуждая основные методы решения одномерных 
обратных задач, стоит отметить, что форма решения, 
приведенная в (6), в общем виде схожа с традиционно 
рассматриваемыми формами для SVD, VCI, LCI. Важ-
но, что при инверсии с вертикальными (VCI) и про-
дольными (LCI) ограничениями подбираются только 
удельные сопротивления слоев с фиксированными на-
перед заданными мощностями. 
Для введения вертикальных ограничений в матри-

цу, отвечающую за стабилизацию решения, вводятся 
внедиагональные элементы (в работе [Guillemoteau et 
al., 2011], в части, посвященной VCI, это матрица S). 
В терминологии калмановского подхода это эквива-
лентно добавлению априорной информации о кор-
релированности удельных сопротивлений соседних 
слоев: матрица P � на этапе коррекции также должна 
содержать внедиагональные элементы. Этого можно 
добиться, если задавать эту матрицу на каждом шаге 
заново в том виде, в каком она задана в [Guillemoteau 
et al., 2011]. 

Для целей введения продольных ограничений за 
стабилизацию отвечает диагональная матрица (в ра-
боте [Guillemoteau et al., 2011], в части, посвященной 
LCI, это матрица λ2I). В терминологии калмановско-
го подхода это эквивалентно добавлению априорной 
информации о коррелированности пространственно 
соседних отсчетов: матрица P� на этапе коррекции по 
норме должна быть сопоставима с матрицей R. Этого 
можно добиться, задавая соответствующим образом 
матрицу Q = v2Q1. Диагональные элементы Q1, по 
сути, должны отражать, насколько может изменить-
ся сопротивление при смещении на один метр вдоль 
профиля.
Сингулярное разложение (SVD) обычно применя-

ется при задании ковариационной матрицы ошибки 
оценки для обеспечения вычислительной устойчиво-
сти алгоритма. Используется либо метод корня, либо 
U-D-разложение:

                   (10)

где S � нижнетреугольная матрица, называемая ква-
дратным корнем из P, U � верхнетреугольная матрица 
с единицами на диагонали, D � диагональная матрица, 
на диагонали которой стоят сингулярные числа исход-
ной матрицы P. В литературе описаны алгоритмы эта-
пов прогноза и коррекции непосредственно с матрица-
ми S или U и D [Simon, 2006].
Также важно сказать о дополнительных возможно-

стях, открывающихся при использовании фильтра Кал-
мана. Во-первых, как можно видеть, такая постановка 
позволяет гармонично комбинировать существующие 
методики инверсии. Во-вторых, можно применять до-
полнительные механизмы, разработанные для фильтра 
Калмана. Данный подход дает возможность анализи-
ровать полученное решение с помощью стохастиче-
ских мер оценивания [Голован и Парусников, 1998]. 
Например, величина

                        
 (11)

определяет меру оцениваемости величины, задавае-
мой в пространстве параметров вектором a, в конкрет-
ной точке с индексом j � чем ближе μ к 1, тем лучше 
оценка. Сравнение таких мер позволяет не только оце-
нить качество решения по невязке, но и получить от-
носительную достоверность параметров для данного 
решения: какие удельные сопротивления оценились 
лучше, какие хуже.

Практический пример использования 
алгоритма итерационного обобщенного 

фильтра Калмана
На рис. 1 представлены геоэлектрические разре-

зы фрагмента профиля участка работ Малетойваям 
на Камчатке в 2021 году, построенные по резуль-
татам решения одномерной обратной задачи для 
частотных, временных и комбинированных (и ча-
стотных, и временных) данных. Анализ показал, что 
на данной площади присутствует два типа золотой 
минерализации. Первый связан с высокоомным, не-
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радиоактивным и немагнитным кварцевым ядром. 
Второй � с алунитовыми рудами, развитыми по 
вторичным кварцитам с избыточным количеством 
глинистых минералов. Такие области отмечаются 
пониженными сопротивлениями по сравнению со 
вторичными кварцитами. Для данной съемки по-
исковый интерес представляли как проводники, 
так и изоляторы, что нетипично при производстве 
электроразведочных работ. Применение именно 
комбинированной инверсии данных системы ЭКВА-
ТОР наилучшим образом позволяет решить данные 
задачи. Данные во временной области локализуют 
проводники, а данные в частотной области имеют 
хорошее разрешение в верхней части разреза. Ком-
бинированные данные показывают и то и другое.
Использование итерационного обобщенного филь-

тра Калмана дает возможность анализировать полу-
ченное решение с помощью стохастических мер оце-
нивания. На геоэлектрических разрезах бледным по-
казаны места с низкой достоверностью решения как 
область с мерой оцениваемости (11), близкой к нулю. 
Пороговое значение меры оцениваемости выбирается 
по следующей эмпирической формуле:

                         (12)

Коэффициент 0.1 выбирается из соответствия гео-
лого-геофизической модели на известных геоэлектри-
ческих разрезах, второй сомножитель � это невязка, 
посчитанная по формуле (7). Красным на рисунке по-
казаны графики невязки.

Выводы
Разработанные алгоритмы решения стохастиче-

ской задачи оценивания параметров горизонтально-
слоистой среды при помощи итерационного обоб-
щенного фильтра Калмана позволяют комбинировать 
параметры отклика во временной и частотной обла-
стях и уменьшить степень неоднозначности решения 
обратной задачи. Сравнение стохастических мер оце-
нивания позволяет получить относительную достовер-
ность параметров решения обратной задачи.
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Рис. 1. Геоэлектрические 
разрезы участка 
профиля
по результатам
1D-инверсии, 
построенные
по частотным (вверху), 
временным (в центре)
и комбинированным 
(внизу) данным, 
красный график – 
невязка решения
Местоположение района 
работ показано на 
обзорной карте
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